Mathematik 1 fiir BI, MB, WIMB, UI und VT
Priifer: Gabriel Maresch

Priifung am 28.6.2022

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

e Die Priifung besteht aus fiinf Aufgaben I, II, ITI, IV und V, untergliedert jeweils in mehrere Teilaufgaben A, B,
C,D...
Die Gewichtung jeder Aufgabe und jedes Unterpunktes ist jeweils am Beginn angegeben. Insgesamt kénnen 100
Punkte erreicht werden, ab 50 Punkten ist Thnen eine positive Note sicher.

e Die Arbeitszeit betrdgt 90 Minuten.

e In den meisten Féllen sollte der freie Platz am Angabeblatt jeweils fiir die Losung der Aufgabe ausreichen.
Es lohnt daher, wenn Sie sich, bevor Sie mit dem Schreiben beginnen, vergewissern, dass Sie Ihre Antwort
entsprechend kurz fassen kénnen. Sollten Sie lingere Nebenrechnungen oder sonstige schriftliche Uberlegungen
durchfiithren wollen, stehen Thnen dafiir die beiden letzten Blétter dieses Heftes zur Verfiigung.

Was immer Sie auf den letzten beiden Blittern notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfithrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was in den einzelnen
Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:

Aufgabe I II 11 v \Y% Total
Punkte 20 20 20 22 18 100

erreicht




AU gabe L. .o 20 Punkte

(Teil A) Ergiinzen Sie in der Definition des Grades eines Polynoms p(z) = 3 axx* die fehlenden Symbole, Quantoren
und Relationszeichen:

n=gradp<=(__  #0OAN(__k>n:a,__ 0)

4 P.| (Teil B) Die Polynomdivision liefert zu gegebenen Polynomen p(x) und ¢(z), zwei weitere Polynome f(z) und r(x):

Was [a83t sich tiber die Grade der Polynome f und r sagen?

(Teil C) Von besonderem Interesse sind auch die Polynome in zwei Unbekannten p,(x,y) = (x + y)™ mit n € N.
Geben Sie einen allgemeinen Ausdruck fiir p,, an, in welchem nur mehr Konstanten und Binome der Form
x'y7 vorkommen. Erkliren Sie dabei alle von Thnen verwendeten Symbole.

4 P.| (Teil D) Verwenden Sie Ihre Formel aus (C), um die Potenz 101° explizit und ohne Taschenrechner zu berechnen!



Aufgabe T . ..o 20 Punkte

(Teil A) In der Definition des Grenzwerts bzw. Hiufungspunktes einer reellen Folge (a.,) spielt die Abstands-Ungleichung
|an, — x| < € eine wichtige Rolle. Betrachten Sie die Aussagen

jan —2l<e O@@® @  (v). Fe>0Vn>no(e

a @) :lan—2z[2e OD@OO®
an—z]<e Q@@ @D (vi). Ve>0Vn>no(e) i lan—2z|>e D@ B @
a (
a (

)
lan —z|<e D@ @@ (vii). I&e>0In>npe) i an—2z| > OQ B @
jan —zl<e Q@@ @ (viii) lan—2l2e OQOO@

Welche dieser Aussagen bedeuten, dass die Folge (a,,) die Zahl x als Grenzwert besitzt (1), welche dass die
Folge (a,,) die Zahl als Hiufungswert besitzt (2)? Und welche dieser Aussagen bedeuten, dass die Folge (a,,)
die Zahl z sicherlich nicht als Grenzwert besitzt (3) bzw. welche bedeutet, dass die Folge (a,) die Zahl x
sicherlich nicht als Haufungswert besitzt (4)? Kreuzen Sie entsprechend an! (Die Rolle von ng(e)ist

(Teil B) Geben Sie eine Folge (a,,) und eine Zahl = an, sodass x zwar Hiufungswert, nicht aber Grenzwert von (a,,)
ist.

4 P.| (Teil C) Rechnen Sie fiir Thre Folge aus (B) und ein & > 0 Threr Wahl explizit nach, dass die entsprechenden beiden
Eigenschaften aus (A) erfiillt sind (néimlich Hiufungswert zu sein und nicht Grenzwert zu sein).

(i). Je > 0Vn > ngp(e
(i

(iii

)- () : )+ lan
). Ye > 0Vn > ng(e) : )i an
). 3¢ >03n > ng(e) : )t an
). (e) )+ lan

(iv). Ve > 03n > ng(e Ve > 03dn > np(e

4 P.| (Teil D) Wie lautet der Zusammenhang zwischen Hiufungswerten und Teilfolgen. Formulieren Sie kurz, aber exakt!



Aufgabe Tl ..o 20 Punkte

(Teil A)
(Teil B)
(Teil C)
(Teil D)

(Teil E)
(Teil F)

Betrachten Sie die Funktion f: R\ {2} — W mit f(z) = Z£2. Wie muss man W wihlen, damit f surjektiv
ist?

Ist f: R\ {2} — W aus Teil (A) umkehrbar? Wenn ja, geben Sie die Umkehrfunktion (inkl. deren Defintions-
und Wertebereich) an; wenn nein, argumentieren Sie, warum eine Umkehrfunktion nicht existieret

Was bedeutet es fiir eine reelle Funktion ,,monoton” zu sein? Geben Sie eine exakte Definition.

Ist geméB Threr Definition aus Teil (C) die Funktion f aus Teil (A) monoton? Wenn ja, geben Sie an, ob f
monoton fallend oder steigend ist und rechnen Sie nach, dass die Definition auch tatséchlich erfiillt ist, wenn
nein, bringen Sie ein explizites Gegenbeispiel.

Die Funktion f aus Teil (A) ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig. Wieso?

Die Funktion f aus Teil (A) ist besitzt weder Minimim, noch Maximum. Wieso ist das kein Widerspruch zum
Satz vom Maximum fiir stetige Funktionen?



AU gabe TV Lo 22 Punkte
(Teil A) Um zu entscheiden, ob es eine stetige Funktion f : R — R mit f(z) = e =1 fiir g # 0 gibt, ist es naheliegend,

die Regel von de L’Hospital zu verwenden. Beantworten Sie folgende Frwagen:

(i). Welche Voraussetzungen sind fiir die Regel von de L’Hospital notwendig?
(ii). Warum sind diese hier erfiillt?
(iii). Welcher Grenzwert ist hier zu berechnen?
(iv). Gibt es nun eine solche stetige Funktion f oder nicht? Falls ja: wie lautet f(0)?
6 P. | (Teil B) Geben Sie die Koeffizienten a,, der Potenzreihendarstellung der Funktion f aus Teil (A) um zg = 0. Unter-
scheiden Sie dabei ap und a,, fiir n > 1.
(Teil C) Gibt es sogar eine differenzierbare Funktion wie in Teil (A)? Falls ja, wie lautet f/(0); wenn nein, warum
nicht?
4 P.| (Teil D) Wie lautet ganz allgemein der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der Potenzreihendarstellung einer
Funktion g um 2o und den Ableitungen ¢(™ (x¢)?



AU gabe Voo 18 Punkte

(Teil A) Sei F eine Stammfunktion von f und g eine differenzierbare Funktion. Geben Sie eine Stammfunktion von
x> f(x)g(z) an und fithren Sie die Probe durch Differenzieren aus!

(Teil B) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von p(x) = e~ % 2.
(Teil C) Wie ist das uneigentliche Integral
/ e Ty dr
0

definiert? Konvergiert es gegen einen endlichen Wert? Wenn ja, geben Sie diesen an; wenn nein, begriinden
Sie, warum es keinen gibt.

4 P.| (Teil D) Essei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, Z eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und Z; eine Verfeinerung
von Z;. Welche Ordnungsbeziehung gilt zwischen den vier Unter- und Obersummen U(f; Z1), O(f; 21), U(f; Z2)
und O(f; Z5)?

IN
IN
IN



Raum fiir Nebenrechnungen und sonstige Notizen, die bei der Beurteilung ignoriert werden.



Raum fiir Nebenrechnungen und sonstige Notizen, die bei der Beurteilung ignoriert werden.



